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Kovarianciamatrix becslési modszerek vizsgalata befektetési stratégiakban

*A dolgozat attekint6 jellege miatt a szerkezete eltér a javasolt felépitéstdl a MATE egységes
szakdolgozat / diplomadolgozat / zarédolgozat / portfolio készitési Gitmutatdja 3.1 pontja alapjan.

A portfolidoptimalizalas lehetdvé teszi a befektetok szamara, hogy maximalizaljak
hozamaikat, mikozben minimalizaljak a kockéazatot. Ez a befektetések diverzifikalasaval érhetd el,
kiilonboz6 eszkbzosztalyokba é€s szektorokba torténd befektetéssel, ami csokkenti az egyedi
kockézatokat. Az optimalizalt portfolid segit a pénziigyi célok elérésében, fliggetleniil a piaci
koriilményektol.

Az optimalizalas soran kiemelten fontos a kovarianciamatrix kiszamitasa. A nagyméretii
kovarianciamatrixok esetében a hagyomanyos modszerek nem mindig adnak jol kondicionalt,
invertalhatd matrixot, ezért Uj, stabilabb becslési modszerekre van sziikség. Ha sikeriil olyan
kovarianciamatrixot becsiilni, amely pontosan tiikkr6zi az eszk6zok kozotti kapesolatokat és stabil
is, akkor jobb eredmények érhetdk el.

Dolgozatomban kiilonbozé kovarianciamatrix-becslési modszerek teljesitményét fogom

vizsgalni portfoélidoptimalizalasi technikakban.



Examining covariance matrix estimation methods in investment strategies

Portfolio optimization allows investors to maximize their returns while minimizing risk.
This is achieved by diversifying investments across asset classes and sectors, which reduces
individual risks. An optimized portfolio helps you achieve your financial goals, regardless of
market conditions.

The calculation of the covariance matrix is of paramount importance in the optimization
process. For large covariance matrices, traditional methods do not always provide a well-
conditioned, invertible matrix, meaning that new, more robust estimation methods are needed. If a
covariance matrix can be estimated that accurately reflects the relationships between the assets and
is stable, better results can be obtained.

In my thesis, | will investigate the performance of different covariance matrix estimation

methods in portfolio optimization techniques.
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1. Bevezeto

A portfolid optimalizalas az egyik legfontosabb pénziigyi stratégia, amely a befektetOk
szamara lehet6vé teszi, hogy maximalizéaljak a hozamokat, mikozben minimalizaljak a kockézatot.
Ennek lényege a befektetések megfeleld diverzifikalasa, vagyis kiilonb6zd eszkdzosztalyokba és
szektorokba vald befektetés, hogy csokkentsék az egyedi kockazatok hatasat. Az optimalizalt
portfolio segit abban, hogy a befektetok elérjék pénziigyi céljaikat, fliggetleniil a piaci
koriilményektol.

Az optimalizalds soran kiilondsen fontos a kovarianciamatrix kiszdmitasa. Szadmos
probléma olyan kovariancia-matrix becslot igényel, amely esetében a matrix nemcsak invertalhato,
hanem jol kondiciondlt is vagyis invertdlasa nem noveli a becslési hibat. Nagyméret
kovarianciamatrixok esetén a szokasos mintakovarianciamatrix jellemzdéen nem jol kondicionalt,
¢s még az is el6fordulhat, hogy nem is invertalhatd (pld. a részvények szama nagyobb, mint a
megtigyelések szama). Ebbol kifolydlag i) modszerek bevezetésére volt sziikség, amelyek képesek
stabilabb kovarianciamatrix eléallitasara. Ha olyan kovarianciamatrixot tudunk becsiilni, amely
még mindig megragadja az eszk6zok kozotti kapcsolatokat, és egyuttal stabilabb is, akkor
optimalisabb eredményekre szamithatunk.

Dolgozatom sorén kiilonb6z6 kovarianciamatrix becsld moédszerek teljesitményét fogom

vizsgalni porfolio optimalizalasi médszerekben.



2. Kovarianciamatrix becslo modszerek

Dolgozatom ezen részében el0szor a kovarianciamatrix megértéséhez sziikséges
alapfogalmakr6l, majd a kovarianciamatrix értelmezésérél lesz sz6, hogyan is néz ki egy
kovarianciamatrix, illetve, hogy milyen tulajdonsagai vannak, tovabba, hogy milyen médszerek
vannak. Ezzel kapcsolatban tudni kell, hogy tobb mddszer is rendelkezésre all kovarianciamatrix

becslésre, dolgozatom elkészitése soran én négy modszert vizsgaltam, ezeket fogom bemutatni.

2.1 Kovarianciamatrix értelmezése

Még mieldtt ratérnék a kovarianciamatrixra, néhany alapfogalmat (Simon & Pal, 2019)
ismertetnék, eldszor szeretném a kovarianciaval kezdeni. A  statisztikdban és a
valoszinliségszamitasban a kovariancia két véletlen valtozo egyiittes valtozékonysaganak
mértekegysége. Ha a véletlen valtozok hasonld viselkedést mutatnak, akkor altaldban nagy a
kovariancia k6zottiikk. Matematikailag az X kovarianciajat az Y-hoz viszonyitva a (2.1) -ben lathato

modon fejezziik ki:

COV(X,Y) = E[(X = E[XD(Y — E[YD] (2.1)

Amit ezzel kapcsolatban még érdemes tudni, hogy ahogy azt az alabbi (2.2) képlet is mutatja, ha

......

hogy egy valoszinliségi valtoz6é milyen mértékben szorodik a varhato érték (kozépérték) koriil.

COV(X,X) = E[(X - E[X])(X = E[X])] = E[(X — E[X])2] = VAR(X) (2.2)

Tovabba a kovariancia masik tulajdonsaga, hogy szimmetrikus, ami annyit jelent, hogy X és Y

kovarianciajanak azonos Y ¢s X kovarianciajaval, ahogy az az alabbi, (2.3) képleten is lathato.

COV(X,Y) =COV(Y,X) (2.3)

A kovarianciat hasznalhatjuk a kiilonboz6 eszkdzok kozotti hasonlosagok szamszerGsitésére. Ha
két eszkoznek magas a kovarianciaja, akkor altaldban ugyantigy fognak viselkedni. A kiilondsen

magas kovarianciaju eszkdzok lényegében helyettesithetik egymast.



Most, hogy az alapveté dolgok tisztdzasra Kkeriiltek, a tovabbiakban ratérek a
kovarianciamatrixra €s annak fontos tulajdonsagaira. A kovarianciamatrix képlete a (2.4) képleten

lathatd modon irhato fel:

VAR(X1) - COV(X1,XN)
: . : (2.4)

z=

Ahogy n6 az eszk6zok szama, tigy nd a kapcsolatukat leir6 kovariancia-matrix dimenzidja is. Ha

COV(XN,X1) -  VAR(XN)

N eszkoz kozotti kovarianciat vessziik, akkor egy NxN kovarianciamatrixot kapunk. Illetve ahogy
az a (2.4)-es képletben is lathato az i. atlo az i. eszkdz varianciaja, a (i, ) és (j, 1) értékek pedig a i
eszkoz €s az j eszkdz kozotti kovarianciara vonatkoznak. Tovabba fontos megemliteni, hogy a

kovarianciamatrix pozitiv szemidefinit, ami annyit jelent, hogy minden sajatértéke pozitiv.

2.2 Kovarianciamatrix becslo modszerek

Ahogy azt korabban mar emlitettem, most bemutatom az altalam vizsgalt négy darab
kovarianciamatrix becslé modszert. Ezek pontosabban a Historikus, Ledoit-Wolf, jLoGo és Fixed

modszer.

2.2.1 Historikus

Sorrendbe haladva elébb Historikus (Simon & Pal, 2019) médszerrel kezdem. Amit tudni
kell, hogy a kovarianciamatrix becslése kritikus jelent6ségiivé valik az erre épiilé modszerek
haszndlatakor. A becslések stabilitdsa és pontossdga alapvetd fontossagu ahhoz, hogy stabil
sulyokat kapjunk. Sajnos a kovariancia-matrix becslésének legkézenfekvobb modja, a
mintakovariancia kiszdmitdsa kozismerten instabil. Ha kevesebb iddbeli megfigyeléssel
rendelkeziink az eszkdzeinkrdl, mint ahdny eszkoziink van a becslés kiillondsen megbizhatatlanna
valik. Ha olyan kovarianciamatrixot tudunk becsiilni, amely még mindig megragadja az eszk6zok
kozotti kapcsolatokat, és egyuttal stabilabb is, akkor optimdlisabb eredményekre szamithatunk.

Ennek egyik f6 kezelési modja, hogy valamilyen zsugoritasi becslét hasznalunk.



2.2.2 Ledoit-Wolf médszer

A Ledoit-Wolf (Ledoit & Wolf, 2003; Ledoit & Wolf, 2004; Simon & Pal, 2019) a
zsugoritas egy sajatos formaja, ahol a zsugoritasi egyiitthatot O. Ledoit és M. Wolf képlete alapjan
szamitjak ki. Szdmos probléma olyan kovariancia-matrix becslot igényel, amely nemcsak
invertalhatd, hanem jol kondicionalt is vagyis invertalasa nem noveli a becslési hibat. Nagyméretii
kovarianciamatrixok esetén a szokasos becsld - a mintakovarianciamatrix - jellemzéen nem jol
kondicionalt, és még az is eléfordulhat, hogy nem is invertalhatd. A linedris zsugorodasi becsld
Ledoit és Wolf (2004) altal javasolt és a mintakovariancia-matrix és az azonossagi matrix
aszimptotikusan optimalis konvex linearis kombinacioja.

A zsugoritas a minta kovarianciamatrixanak atalakitasi eljarasa, amelyet azért alkalmaznak,
hogy egy robusztusabb kovarianciamatrixot kapjanak. A matrix zsugoritasanak alapvetd médja a
minta kovarianciamatrix széls6 értékeinek csokkentése, hogy koézelebb huzzuk azokat a
kozépponthoz.

Adott egy kovarianciamatrix, S, az atlagos variancia, p €és a & zsugorodasi konstans, a

zsugoritott becsiilt kovariancia matematikailag a (2.5) képleten lathaté6 modon irhat6 fel:
(1-96)S + dul (2.5)

A zsugorodasi konstans (8) értékét 0<6<1 intervallumra van korlatozva, igy egy stlyozott atlagot
ad a minta kovariancia €s az atlagos variancia matrix kozott. Ledoit Wolf esetében az optimalisnak

meghatarozott zsugorodasi konstans (8) értékét a (2.6) képlettel hataroztak meg:

8* = max {0, min {;, 1}} (2.6)
A képletben T’ a multbeli megfigyelések szama, a k pedig egy olyan konstans, ami nem

ismert Ledoit és Wolf pedig ennek a becslését oldotta meg. Ennek részleteit a dolgozatban nem

targyaljuk.



2.2.3 JLoGo modszer

A jLoGo (Barfuss et al., 2016) modszer informaciosziiré halézatokat hasznal fel, hogy a
halozat kis alrészein kiszamitott lokalis inverz kovariancidk 0sszegébdl robusztus becslést
készitsen. Mivel ez a moddszer helyi és alacsony dimenzids inverziokon alapul, szamitési
szempontbol nagyon hatékony és statisztikailag robusztus, még nagy dimenzioju, zajos és rovid
iddésorok inverz kovariancidjanak becslésére is. A megoldéas analitikus €s ezért rendkiviil gyors.
Lokalis jellege lehetové teszi, hogy a szamitdsokat parhuzamosan végezziik, €s eszkozt biztosit a
dinamikus adaptacidhoz részleges frissitéssel, amikor egyes valtozok tulajdonsagai megvaltoznak
anélkiil, hogy a teljes modell Gjraszamitasara lenne sziikség. Ez teszi kiilondsen alkalmassa a
nagyszamu valtozot tartalmazé nagy adathalmazok kezelésére.

Pénziigyi adatokra alkalmazva a modszer eredményei szamitdsi szempontbol
hatékonyabbak, mint a legmodernebb moddszerek. Felhasznalhato példaul egy portfolio

nyereség/veszteség eloszlasanak kialakitasara.

2.2.4 Korrelaciés matrix zajcsokkento (denoising) technikak

Végiil pedig a Fixed modszer kovetkezik. ElGszor is amit tudni kell, hogy a
kovarianciamatrix zajmentesitésének (Bun et al., 2017; Lopez de Prado, 2016) f6 gondolata a
kovarianciamatrix azon sajatértékeinek eltavolitdsa, amelyek zajt képviselnek, és nem hasznos
informaciot jelentenek. A pénziigyekben az empirikus korrelacids matrixok becslését ismert
modon befolydsolja a mérési hiba formajaban jelentkez6 zaj, részben a szamitdsukhoz jellemzden
haszndlt eszk6zhozamok iddsorainak rovid hossza miatt. Ami még rosszabb, a nagy empirikus
korrelacios matrixokrol kimutattdk, hogy annyira zajosak, hogy a legnagyobb sajatértékek ¢és a
hozzajuk tartoz6 sajatvektorok kivételével lényegében véletlenszerlinek tekintheték. Ezért az
empirikus korrelacidos matrix hasznalata eldtt altaldban javasolt a zajesokkentés.

A véletlen matrixelmélet legfontosabb eredménye a  Marchenko-Pastur-tétel
(Portfoliooptimizer.io, 2022), amely leirja a nagy véletlen kovarianciamatrixok sajatérték-
eloszlasat. A Marchenko-Pastur-tétel megallapitja, hogy egy nagy véletlenszer(i kovarianciamatrix
sajatértékeinek eloszlasa valdjaban univerzalis, mivel az eloszlas fliggetlen az alapul szolgéld
megfigyelési matrixtol. Ez az eloszlas segit azonositani azokat a sajatértékeket, amelyek jelentdsen

eltérnek az elméleti eloszlastodl, jelezve, hogy ezek a sajatértékek valosziniileg zajt képviselnek.
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A Marchenko-Pastur-tétel szemléltetése az alabbi, 2.1. abran lathatdo, az empirikus

korrelaciés matrix sajatérték-strtisége n = 1000 és T = 5000 standard gauss-valtozokbol allo
véletlen megfigyelési matrix.

Marchenko-Pastur Theorem (1000, 5000)

rho[A]

0
0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00

2.1. abra. Marchenko-Pastur n = 1000, T = 5000

(Forras: https://portfoliooptimizer.io/blog/correlation-matrices-denoising-results-from-random-matrix-theory/)

A kovetkez6 2.2. abran megvizsgalom, hogy mi torténik akkor, ha n és T értékek kisebbek?

Az n értékét 100-ra csokkentettem és T értéket pedig 500-ra.

Marchenko-Pastur Theorem (100, 500)

tho[A]

0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00

2.2. abra. Marchenko-Pastur n = 100, T = 500

(Forras: https://portfoliooptimizer.io/blog/correlation-matrices-denoising-results-from-random-matrix-theory/)
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A kovetkezd, 2.3. abran pedig egy még kisebb esetet vizsgalok meg, ahol n =10 és T = 50

Marchenko-Pastur Theorem (10, 50)

1.0

0.8 1

0.6 1

rtho[A]

0.4 1

0.2 1

0.0 =
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 150 175 2.00

2.3. abra. Marchenko-Pastur n =10, T =50

(Forras: https://portfoliooptimizer.io/blog/correlation-matrices-denoising-results-from-random-matrix-theory/)

A fenti abrak alapjan (2.1, 2.2, 2.3. abra) megallapithatd, hogy a Marchenko-Pastur-tétel
alkalmazhatd, ha n és T értéke megkdzelitdleg 100, viszont nem art az dvatossag abban az esetben,
ha az értékiik 10 koriil van.

A zajmentesitett matrixok megbizhatobb bemeneteket biztositanak az optimalizalo
algoritmusok szamara, ami jobb eszkdzallokéciot €s kockazatkezelést eredményez.

A Fixed (Lopez de Prado, 2020) modszer lényege, hogy minden véletlenszerii
sajatvektorhoz allando sajatértéket allitunk be. {4, },-1 ..y az Osszes sajatérték halmaza, csokkend
sorrendben, ¢és 1 a sajatérték pozicioja, ugy, hogy A4; > A, és A;,1 < A,. Ezutan beallitjuk 4; =

1/(N=1) XN ;1) =i+ 1,..,N,igy megmarad a korreldcidés matrix nyomvonala. A VW =
WA sajatvektor-dekompoziciot tekintve a C1 zajcsokkentett korreldcids matrixot a

kovetkezéképpen alakitjuk ki ((2.7). és (2.8) képlet):
C, = WAW’ (2.7)

1771

¢, = G, | (ateg e ataglc,])? 28)
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A képletben A az a diagonalis matrix, amely a korrigalt sajatértékeket tartalmazza, illetve az
aposztrof (') transzpondlja a matrixot és és a diag[.] nullazza a négyzetes matrix 0sszes nem
diagonalis elemét. A masodik transzformacidé oka a C1 matrix atskalazasa, hogy a C1 matrix 0
atloja egyeseket tartalmazzon. Az alabbi, 2.4. abra Gsszehasonlitja a sajatértékek logaritmusat a

torténd zajmentesités elott és utan.

\ —— Original eigen-function
- -~ Denoised eigen-function

100_.

Eigenvalue (log-scale)

0 200 400 600 800 1,000
Eigenvalue number

2.4. abra. Sajatértékek zajcsokkentés eldtt és utan

(Forras: Marcos M. Lopez de Prado, 2020, Machine Learning for Asset Managers, 30)

3. Kovarianciamatrix becslé médszerek vizsgalata

Most, hogy a kovarianciamatrixal és a modszerekkel kapcsolatos elméleti részek tisztdzva
lettek, a gyakorlati rész kovetkezik. Dolgozatom ezen részében eldszor véletlenszeriien generalt
adatokon vizsgalom a modszereket, majd ezutan pedig valos adatokon, pontosabban az S&P 500

részvényeinek adatait fogom felhasznalni.
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3.2 Vizsgalat véletlenszeriien generalt adatokon

Ahogy azt kordbban emlitettem a modszerek vizsgalata kovetkezik véletlenszeriien generalt
adatokon, eldszor bemutatdom a mddszertant, azon beliil, hogy hogyan hatdroztam meg az eredeti
kovarianciamatrixot, milyen matrix és adathalmaz méreteket vizsgaltam, illetve milyen metrikakat

vettem figyelembe.

3.2.1 Modszertan

A vizsgélat soran két fontos paramétert hasznalok, az egyik a matrix mérete, a masik a
generalt adathalmaz mérete. Osszesen &t kiilonbdzd matrix méret és generalt adat paramétert
hasznaltam fel, minden esetben az els6 érték a matrix méretét a masik az adathalmaz méretét jelenti,
vagyis a kovetkezoképpen néz ki: 30 €s 35, 50 és 60, 100 és 120, 200 és 240, 400 ¢és 480. A két
paraméter kozotti eltérés alacsony, viszont minden esetben a matrix mérete Kisebb, mint a generalt
adathalmaz mérete.

A matrix mérete az eredeti matrix meghatarozasahoz sziikséges, ami, egy véletlenszeriien
generalt ortogonalis matrix és egy meghatarozott sajatértékkel (1, 3, és 10 ardnyban) rendelkezd
véletlenszerien generalt diagonalis matrix segitségével keriilt meghatarozasra. Ezzel kapcsolatban
érdemes tudni, hogy egy valds szamokkal vagy elemekkel rendelkez6 négyzetmatrixot ortogonalis
matrixnak neveziink, ha a transzponalasa egyenl6 az inverz matrixaval. Vagy azt is mondhatjuk,
hogy ha egy négyzetmatrix ¢€s transzponaldsanak szorzata identitasmatrixot ad, akkor a
négyzetmatrixot ortogonalis matrixnak nevezziik. A diagonalis matrixszal kapcsolatban pedig
érdemes tudni, hogy a f6 atlos elemek kivételével minden elem nulla (Chen, 1997; Horn & Johnson,
2013).

A meghatarozott eredti matrix és a megadott adathalmaz méret felhasznalva, generalok egy
véletlenszerli normalis eloszlasi adathalmazt, amelyet a kovarianciamatrix szamitasahoz
haszndlok fel a tovabbiakban.

Az eredeti és a becsiilt kovarianciamatrix alapjan pedig kiszdmitom a hibakat, ebben az
esetben olyan metrikdkat szdmolok, mint az atlagos abszolat hiba (“Mean absolute error” -
tovabbiakban MAE), étlagos négyzetes hiba (“Mean squared error” — tovabbiakban MSE),

Minimum variance loss (tovabbiakban min_var_loss) és Stein's Loss.
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A tovabbiakban kicsit bovebben kifejteném ezt a négy metrikat, kezdve az atlagos abszolut
hibaval. Az atlagos abszolit hiba (MAE) (Willmott & Matsuura, 2005) egy egyszer, de hatékony
mérdszam, amelyet a regresszids modellek pontossaganak értékelésére hasznalnak. Az elérejelzett
értekek és a tényleges célértékek kozotti atlagos abszolut kiilonbséget méri. Mas metrikaktol
eltéréen a MAE nem emeli négyzetre a hibakat, ami azt jelenti, hogy minden hibanak azonos sulyt
ad. Képlete alabb, a (3.1) képletnél lathato:

Z?=1|}’i - xi|
n

MAE = (3.1)

A képletben n az adatok szamat, yjaz adatok tényleges értékét, xi pedig az adatok becsiilt értékét
jelenti. A MAE szamos elénnyel rendelkezik, a legfontosabb, amit kiemelnék, hogy kevésbé
érzékeny az adatok sz€lséséges értékeire (kiugro értékekre), illetve, hogy egyszerii kiszamitani és
megérteni.

Az atlagos négyzetes hiba (MSE) (Willmott & Matsuura, 2005) esetében a megfigyelések
¢s az elore jelzett értékek 0sszehasonlitasakor a kiilonbségeket négyzetre kell emelni, mivel egyes
adatértékek nagyobbak lesznek, mint az eldrejelzés (és igy a kiillonbségiik pozitiv lesz), masok
pedig kisebbek (és igy a kiilonbségiik negativ lesz). Mivel a megfigyelések ugyanolyan
valdszintiséggel lesznek nagyobbak, mint az eldre jelzett értékek, mint amilyen valdsziniiséggel
kisebbek, a kiilonbségek 0sszege nulla lesz. A kiilonbségek négyzetre emelése kikiiszoboli ezt a
helyzetet. Az atlagos négyzetes hiba képlete (3.2) a kovetkezo.

Y — x;)?

MSE = (3.2)
n

A képletben n az adatok szamat, yi az adatok tényleges értékét, x; pedig az adatok becsiilt értékét

jelenti. Ha az el6rejelzés minden adatponton athalad, akkor az atlagos négyzetes hiba nulla.

A minimum variance loss (Ledoit & Wolf, 2020; Engle et al., 2019) egy olyan metrika,
amelyet a kovarianciamatrix becslok hasznossaganak mérésére haszndlnak. Az ilyen tipust
becsloket gyakran hasznaljdk az eredeti valtozok olyan kombinacidinak megtalalasara, amelyek
minimalis szorassal rendelkeznek egy linearis megkotés mellett. A kovarianciamatrix-becsld
mindségét ezutan az eredeti valtozok linedris kombindcidjanak valddi varianciajaval mérjiik: az
alacsonyabb variancia jobb. Ezen az alapon Engle, Ledoit és Wolf ((2019), 1. definicid) javasolta
az alabbi (3.3) hibafiiggvényt:

15



Tr(f—lz Dieed)
“ 1
LV (En 20) = mz Ty (3.3)

[TT(Z 1)]

ahol Tr(.) egy négyzetes matrix nyoma, n minta mérete, p a kovariancimatrix mérete. Tehat
kiszamitja a minimalis variancia hibafliggvényt a becsiilt kovarianciamatrix és a minta-
kovarianciamatrix kozott.

A Stein's Loss (Ledoit & Wolf, 2017) a kovariancia-matrix becslésével 9sszefliggésben
hasznalt mérték, kiilonésen nagy dimenzids adatok esetén. Ez egy skala-invarians
veszteségfliggvény, amely a becsiilt kovarianciamatrix teljesitményét értékeli a valddi
kovarianciamatrixhoz képest. A veszteség fliggvény célja, hogy mérje a becsiilt kovarianciamatrix

¢s a valodi kovarianciamatrix kozotti kiilonbséget. Képlete (3.4) a kdvetkezéképpen irhato fel:
. 1 ~ 1 ~
£3(2,,8,) = ETr(Z,‘ll Sp) — Elog det(2;18,) -1 (3.4)

A képletben a X az eredeti matrixot S pedig a becsiilt matrixot jeloli, Tr (-) pedig a matrix
nyomvonalat.

Osszességében ezt a négy metrikat hasznaltam fel a modszerek vizsgalatdhoz, minden
matrix méret, generalt adat méret paros esetében 50 alkalommal futtattam és minden metrikdnak
ebbll az otven futtatasbol szamoltam atlagot. Tovabba vizsgéaltam a kovarianciamatrix becslo

modszerek futasi idejét is.

3.2.2 Eredmények

A Dolgozat ezen részében az eredményeket fogom vizsgalni. Az elébb emlitett matrix
méret és generalt adathalmaz kombinaciok esetében szamolt metrikak eredményei az alabbi 3.1-es

tablazaton lathatok.
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Cov Size Data Size

Method

Min_var_loss

30 5 ledoit | 0.453 | 0.324 1.801 0.372
JLogo 0.705 | 0.802 3.097 0.595

Fixed 0.663 | 0.702 2.845 0.575

Hist 0.749 | 0.914 16.931 0.749
I tedoit | 0.345 | o0.187 1.769 0.372
JLogo 0511 | 0.42 2.868 0.594

Fixed 0.512 | 0.415 2.721 0.562

Hist 0.563 | 0.508 15.565 0.683

) P10 Ledoit | 0.242 | 0.092 1.764 0.38
JLogo 0.336 | 0.182 2.811 0.627

Fixed 0.368 | 0.214 2.715 0.571

Hist 0.395 | 0.248 15.338 0.658

200 700 Ledoit | 0.171 | 0.046 1.763 0.382
JLogo 0.227 | 0.082 2.786 0.649

Fixed 0.286 | 0.129 2.636 0.463

Hist 0279 | 0.123 14.446 0.653

400 0 |Ledoit | 0.121 | 0.023 1.76 0.384
JLogo 0.156 | 0.039 2.771 0.666

Fixed 0.203 | 0.065 2.626 0.457

Hist 0.197 | 0.061 13.805 0.646

Stein_loss

3.1. tablazat. Matrix méret és generalt adathalmaz kombinaciok eredményei (MAE, MSE, Minimum
variance loss, Stein loss)

Az 3.1. tablazat alapjan, amit els6ként megallapithatunk, hogy a Ledoit modszer minden
esetben minden metrikat tekintve jobb teljesitett a tobbinél. MAE ¢és MSE tekintetében
megfigyelhetd, hogy ahogy a kovarianciamatrix mérete és az adatok mérete ndvekszik ugy nagy
mértékben csokken a MAE és az MSE értéke is minden esetben. Min_var_loss esetében is
csokkenés lathato viszont mar kisebb mértéki, a Stein loss esetében pedig valtozo a Ledoit és a
JLoGo esetében novekedik, a Fixed és a Hist pedig csokken. Tovabba érdemes megfigyelni, hogy
Ledoit alacsonyabb kovarianciamatrix és adat méret mellett is jol teljesit, és persze minden esetben
a legjobb azonban kovarianciamatrix és adat méret novekedésével a modszerek kozotti eltérés
csokken.

A tablazat egészét tekintve ahogy mar emlitettem a Ledoit modszer minden metrika szerint a
legjobb teljesitményt nytjtja, kiilondsen nagyobb méretii adatok és kovarianciamatrixok esetében.
A JLoGo ¢és Fixed modszerek kozepes teljesitményt mutatnak, de altalaban rosszabbak, mint a

Ledoit. A Hist médszer, ahogy az varhato is volt a legrosszabb teljesitményt nyajtja minden
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esetben, kiilondsen a min_var_loss tekintetében. Tehat ez alapjan az eredmények alapjan a Ledoit
modszer a legmegfelelobb valasztas a kovarianciamatrix becslésére.
A tovabbiakban a MAE és a min_var_loss-rol lathatok abrak, illetve a modszertan

ismertetése soran emlitett atlagos futasi id0 vizsgalatardl is itt lathatunk majd egy diagramot.

Performance of Covariance Estimation Methods (MAE)

—— Ledoit (MAE)
JLogo (MAE)
0.7 1 —— Fixed (MAE)
—— Hist (MAE)
0.6
S
o 057
o
=
©
a
< 0.4
c
m
L]
=
0.3
0.2
0.1 1

T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400
Size of Covariance Matrix

3.1. abra. Vizsgalat véletlenszeriien generalt adatokon — MAE eredmény

A MAE diagramot megtekintve (3.1. abra) is lathatjuk, hogy a Ledoit mdédszer a legjobb,
illetve az elején még a Fixed a masodik legjobb majd, ahogy novekszik a kovarianciamatrix mérete
a Fixed egyre rosszabban teljesit és a masodik helyet a JLOG0 mddszer veszi at. Illetve a diagramon
még jobban lathatd, hogy a kovarianciamatrix és az adatok méretének novekedésével a hiba minden

modszer esetében csdkken és a modszerek kozti kiilonbségek is csokkennek.
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Performance of Covariance Estimation Methods (mv _loss)

\

101 1

— Ledoit (mv_loss)
JLogo (mv_loss)

— Fixed (mv_loss)

— Hist (mv_loss)

Minimum variance loss

T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400
Size of Covariance Matrix

3.2. abra. Vizsgalat véletlenszeriien generalt adatokon — Minimum variance loss eredmény

A fenti 3.2. abran min_var_loss tekintetében vannak hasonlitva a modszerek, itt érdemes
megfigyelni, illetve nagyon jol lathatd, hogy ha bar a Ledoit a legjobb, a masik két modszer is
mennyivel jobban teljesit, mint a Hist médszer. Tehat jo1 lathato a Hist gyenge teljesitménye és

egyértelmiien lathatd a kovarianciamatrix becslé modszerek sziikségessége.

Perfermance of Covariance Estimation Methods (mv_loss)

—— Ledoit (mv_loss)
JLogo (mv_loss)

3.0 A —— Fixed (mv_loss)

281 \

2.6 1

2.4+

Minimum variance loss

2.2

2.04

1.8 A

T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400
Size of Covariance Matrix

3.3. abra. Vizsgalat véletlenszeriien generalt adatokon — Minimum variance loss eredmény Hist nélkil
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Készitettem egy kiilon abrat is ahol csak a harom modszer lathato (3.3. abra), hogy
egyértelmiick legyenek a kiilonbégek, a Ledoit modszert kdvetve szorosan egymas utan a jLOGO

¢és a Fixed modszer kovetkezik.

Methods average runtime

1.75 A L]
1.50 ~
1.25
o 1.00 7
E
=
c
2 0.75 A
0.50 4
0.25 4
+ | |
0.00 -
T T T T
Ledoit JLogo Fixed Hist

Methods

3.4. abra. Vizsgalat véletlenszeriien generalt adatokon — Mddszerek atlagos futési ideje

Végiil pedig ahogy a fenti 3.4. abran is lathato, futasi id6 tekintetében hasonlitottam Ossze
a modszereket, az abran az értékek masodpercben vannak kifejezve. Megfigyelhetd, hogy ha bar a
Hist gyenge eredményeket ad viszont nem mondhat6 lassiinak. A Ledoit pedig nem csak, hogy jol
teljesit, viszont gyors is, 6t koveti a jLOGO és végiil futasi id6 szempontjabol a leglassabb a fixed.
Tehat futasi id6 szempontjabdl is a Ledoit képes kiemelked6 teljesitményt nyujtani.

Osszefoglalva, ahogy mér azt tobbszor is emlitettem, minden altalam figyelembe vett
metrikat tekintve a Hist, Ledoit, jLoGo és Fixed modszerek koziil a legjobb teljesitményt a Ledoit

modszer képes nyljtani.

3.3 Vizsgalat az S&P 500 részvényein

Dolgozatom ezen részében a modszerek vizsgalata kovetkezik az S&P 500 részvényein, a
felépités ugyanaz, mint az eldbb, eldszOor ismertettem a modszertant, majd bemutatom az

eredményeket.
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3.3.1 Modszertan

A vizsgalat soran harom év adatait vettem figyelembe, tehat a vizsgalt periddus 2021-2023.
A részvények kivalasztasa az S&P 500 részvényei koziil véletlenszeriien tortént. Harom esetet
vizsgaltam, 30 részvényt 2 hdnapnyi adattal, 50 részvényt 3 honapnyi adattal és végiil pedig 100
részvényt 6 honapnyi adattal. A vizsgalat Ugy tortént, hogy parokra bontottam a szamolt
kovarianciamatrixokat, vagyis az aktualis honap eredményét vettem a becsiilt matrixnak és az
aktualis honap el6tti honapot tekintettem az eredeti matrixnak és ezekkel szamoltam ki a
metrikakat. Ez a modszer soran a MAE és a min_var_loss metrikakat vettem figyelembe, ezeket a

dolgozatom korabbi részében mar ismertettem.

3.3.2 Eredmények

Most, hogy a modszertant ismertettem az eredmények ismertetése kovetkezik, mindharom
esetben a minimum variance loss-t és a MAE-t vizsgaltam meg. Els6kén sorba haladva a 30

részvény, 2 honapnyi adattal eset eredményeit mutatom be.

Time period mean error diagram - 30 random stocks 50 times

— Ledoit
Hist

— Fixed

— Jlogo

Minimum variance loss

1074

21-03 21-05 21-07 21-09 21-11 22-01 22-03 22-05 22-07 22-09 22-11 23-01 23-03 23-05 23-07 23-09 23-11
Time

3.5. abra. Minimum variance loss - 30 részvény, 2 honapnyi adattal, 50 alkalommal
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Ahogy az a fenti 3.5. abran is lathato min_var_loss -t tekintve, a Hist modszer tovabbra is, ahogyan
arra szamitani is lehetett a legrosszabb, a korabbi random adatokkal ellentétben, ahol a Ledoit
modszer volt a legjobb, ebben az esetben az lathato, hogy 1-2 alkalommal jobb az 6sszesnél viszont
ennél a vizsgalatnal a Fixed modszer érte el a legjobb eredményt. Ez az eltérés abbdl is adodhat,
hogy a vizsgalat soran eredeti matrixnak tekintett érték mindig egy el6z6 periddusbdl szdrmazo
becsiilt kovarianciamatrix, igy nem tud annyira pontos eredményt adni, mint egy olyan vizsgalat,

ahol ismert az eredeti matrix.

Time period MAE diagram - 30 random stocks 50 times

0.00018 | Ledojt

0.00016

0.00014 -

0.00012 A

0.00010 A

Mean Absolute Error

0.00008 -

0.00006 -

0.00004 -

21-03 21-05 21-07 21-09 21-11 22-01 22-03 22-05 22-07 22-09 22-11 23-01 23-03 23-05 23-07 23-09 23-11
Time

3.6. abra. MAE - 30 részvény, 2 honapnyi adattal, 50 alkalommal

Ahogy emlitettem, ebben az esetben megnéztem a MAE-t is (3.6. abra) ahol hasonldéan a random
generalt adatoknal vald vizsgalat soran itt is elmondhatd, hogy a Ledoit modszer teljesitett a
legjobban ugyanis a vizsgalt periodusban ennek az esetében volt a leggyakoribb, hogy a legkisebb
hibaval rendelkezett. Tovabbra megfigyelhetd, hogy itt is a Hist a leggyengébb, illetve, hogy a
harom masik modszer koziil bar a Ledoit a legjobb az eltérések nagyon minimalisak.

Most, hogy kielemeztiik a 30 részvény, 2 honapnyi adatra vonatkozo eset eredményeit,

kovetkezhet az 50 részvény, 3 honapnyi adattal tortént vizsgalat eredménye.
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Time period mean error diagram - 50 random stocks 50 times

—— Ledoit
1072 4 Hist

—— Fixed
— Jlogo

Minimum variance loss

10-% A

2021-04 2021-07 2021-10 2022-01 2022-04 2022-07 2022-10 2023-01 2023-04 2023-07 2023-10
Time

3.7. abra. Minimum variance loss - 50 részvény, 3 honapnyi adattal, 50 alkalommal

Ahogy az a fenti 3.7. abran is lathato, a részvények szamanak novekedésével, illetve a periddus

novelésével min_var_loss szempontjabol a sorrend meg inkabb egyértelmiivé valt, vagyis ez a

vizsgalat soran a legjobb eredményt a fixed adja, masodik a JLoGo, illetve harmadik a Ledoit.
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Time period MAE diagram - 50 random stocks 50 times

—— Ledoit
0.00012 4 Hist
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3.8. abra. MAE - 50 részvény, 3 honapnyi adattal, 50 alkalommal

Tovabba ebben az esetben is megnéztem a MAE-t (3.8. abra), ebben a tekintetben a Ledoit a jobb,
ugyanis a periddus egészét tekintve, habar szorosan egyiitt mozog a JLOG0O modszerrel, nagyobb
részben tudd alacsonyabb hiba értéket elérni, vagyis tobb idétartamon keresztiil jobban teljesit.
Ahogy azt mar korabban emlitettem van még egy eset, amit vizsgaltam, ennek soran a
részvények szamat 100-ra ndveltem és 6 honapnyi adattal dolgoztam, a tovabbiakban az itt kapott

eredményeket mutatom be.
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Time period mean error diagram - 100 random stocks 50 times
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3.9. abra. Minimum variance loss - 100 részvény, 6 honapnyi adattal, 50 alkalommal

Ahogy a fenti 3.9. abran is lathat6. a részvények és a honapok szamanak nevelkedésével az
eltérések meg inkabb lathatok lettek, a Hist tovabbra is a leggyengébb, ahogy az varhato is volt,
viszont amit érdemes megfigyelni, hogy a JLOGO és a Fixed tovabbra is egyiitt mozog, viszont a
Ledoit esetében nagyobb lett az eltavolodas az el6z6 esetekhez képest, tehat tovabbra is ebben a

kisérletben a Fixed teljesit a legjobban.
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Time period MAE diagram - 100 random stocks 10 times
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3.10. abra. MAE - 100 részvény, 6 honapnyi adattal, 50 alkalommal

Végiil pedig ebben az esetben is megvizsgaltam a MAE-t (3.10. abra), ebben az esetben
mar megoszlik majdnem 50-50% aranyban, hogy a Ledoit vagy a JLOGO modszer ér el jobb
eredményt, lathaté az abran, hogy a vizsgalt idoszak feléig a JLOGO teljesit jobban, majd onnant6l
kezdve a Ledoit vagy ha nem is a két modszer nagyon azonos hiba értéket ér el.

Osszességében a hdrom esetet megvizsgéalva arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy a Fixed
modszer a min_var_loss szempontjabol jobban teljesitett minden esetben, kiillondsen a nagyobb
mintak és hosszabb idészakok esetében volt feltiinen lathatd, mig a MAE szempontjabol a Ledoit
modszer bizonyult a legjobbnak. A Ledoit médszer kisebb hibaval dolgozott a vizsgalt idészakok
tobbségében. A Hist modszer pedig minden esetben az elvart eredményt hozta, vagyis a
legrosszabb eredményeket érte el minden esetben. A min_var_loss-t tekintve az el6z6 kisérlethez

képest meglepd a Fixed teljesitménye.
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4. Portfolio optimalizalasi modellek

A portféliooptimalizalas (Pal, 2022) az egyes eszkozok (pl. egyes részvények, eszkdzosztalyok,
kotvények, készpénz) kozotti lehetd legjobb allokacié kivalasztasanak folyamata valamilyen
konkrét cél, példaul a kockazat minimalizalasa, a hozam, a kockdazattal korrigalt hozam, a
diverzifikdcié maximalizalasa stb. alapjan. Az eszkozallokacio altaldban kihivast jelentd feladat,
mivel szamos tényezd befolydsolhatja az eredményeket. Az eredményt befolyasolhatja a
befektetési iddszak és az eszkbzuniverzum, a befektetd kockazattlird képessége és igy tovabb.

Dolgozatom ezen részében néhany portfolid optimalizalasi modszer bemutatdsa
kovetkezik, pontosabban két modszer, a Markowitz optimalizaldsi modell, és a legkisebb szorast

modell.

4.1 Markowitz optimalizalasi modell

Els6ként a Markowitz optimalizalasi modellel (Pal, 2022; Markowitz 1952) kezdem, amit
tudni kell, hogy Henry Markowitz (1952) forradalmasitotta a portfolidoptimalizalast azzal, hogy a
varhato hozamot és a szorast tekintette az eszkdz hozamanak és kockazatanak szamszeriisitéséhez
sziikséges kulcsosszetevoknek. Ez az elmélet a portfolioépitést kvadratikus optimalizalasi
problémaként fogalmazza meg, ahol a cél a kockazathoz tartoz6 hozam maximalizalasa, vagy
ennek megfelelden a kockdzat minimalizaldsa a varhat6 hozam adott szintje mellett. Bar a
Markowitz-modell elméletileg megalapozott, és nagy hatassal van a portfoliokutatasra, a valos
¢letben val6 alkalmazésa kihivast jelent. A gyakorlatban a kutatonak vagy a portfoliokezelének
meg kell becsiilnie az értékpapirok hozamanak ismeretlen varhatod értékét és variancidjat, hogy
alkalmazni tudja azokat a modellben. A kockazatot és a hozamot altaldban pontatlanul szdmitjak
ki a Historikus minta felhasznalasaval, ami elfogadhatatlan, a mintan kiviili rosszabb teljesitményii
megoldasokhoz vezet. Ezért a portfoliok kisszamu, szélsdséges sulyl részvényt tartanak, igy ezek
a portfoliok kevésbé diverzifikaltak. Tovabba a bemeneti adatokban bekovetkezd kis valtozasok
gyakran jelentdsen modositott sulyokat okoznak az optimalis portfolioban. Az évek soran a kutatok
oriasi erbfeszitéseket tettek a becslési hibak kezelésére, hogy javitsaik a Markowitz-modell

teljesitményét.
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4.2 Legkisebb szorasu modell

A legkisebb szorast portfolio (Clarke et al., 2011) a Markowitz modell egy sajatos
valtozata, ahol a kockazatot minimalizaljuk és a hozamra semmilyen megkdotésiink nincs. A
befektetd gy kombinalja a részvényallomanyokat, hogy a teljes portfolio arfolyam-ingadozasa
csokkenjen.

A legkisebb szorast portfolio minimalizalja a befektetési kockazatokat. Ebben a
moddszerben a befektetok a portfolid volatilitasanak csokkentése érdekében hatdrozzak meg a
varianciat. Ezért a minimalis variancia biztositasa érdekében a befektetok diverzifikaljak
befektetéseiket.

A diverzifikalt portf6lio kiilonb6z0 agazatokbol szarmazd részvényeket és kiillonbozo
méretll vallalatokat tartalmaz. A részvénypiac kétféle kockazatot jelent - rendszerszintli és egyedi
(nem rendszerszintil) kockazatokat. A rendszerszintii kockézatok minden agazatot érintenek, ezért
elkeriilhetetlenek. A diverzifikacids stratégia azonban jelentésen csokkentheti a nem rendszeres
kockazatokat.

Ha egy portfolionak magas a szorasa, az magasabb kockazatot jelent, ugyanakkor
magasabb hozamot is. Ezért a varianciat a portfoliok megitélésére szolgaldé mérdszamként
hasznaljak. A kockazatkeriil6 hajlandosagtol fligg, hogy ki mennyire kockazatos eszkozbe fektet
be. A legkisebb kockazati portfoliot azért is szoktak vizsgalni, mert csak a kockazat becslésével
kell foglalkozni és az atlagos hozam szamitast lehet melldzni. A hozam becslése a kockazat

becslésénél is kritikusabb probléma.

5. Legkisebb szérasu modell vizsgalata kiilonb6z6 kovarianciamatrix becslo
modszerek mellett

Dolgozatom ezen részében a legkisebb szorasi modellt vizsgaltam, kiilonb6zd, a dolgozat
elején emlitett kovarianciamatrix becslé modszerek mellett. Ahogy a dolgozat korabbi részeiben
tettem, most is elébb a moddszertan ismertetésével kezdem, illetve azutan fog kdvetkezni az

eredmények bemutatasa.
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5.1 Modszertan

A vizsgalat sordn a figyelembe vett periodus az elmult 10 év volt, vagyis 2014 elejét61 2023
végeig rendelkezésre allo adatokat hasznaltam fel. Adatok tekintetében tovabbra is az S&P500
részvényeit hasznaltam fel, annyi eltéréssel, hogy a kordbbi random kivalasztastol eltéréen most
piaci kapitalizaci6 szerint rendeztem 6ket €s mindig annyit valasztottam ki beldle amennyi az adott
elemzéshez sziikséges volt. A kisérletek soran Walk-forward optimalizalasi modszert hasznaltam.

A Walk-forward optimalizalas (Kirkpatrick & Dahlquist, 2010) egy pénziigyi kereskedési
koncepcid, amely egy kereskedési stratégia tesztelési modszerét foglalja magaban. Ez magaban
foglalja a historikus adatok szamos periddusra vald bontasat, a stratégia paramétereinek
optimalizalasat minden egyes szegmensre, majd az optimalizalt stratégia értékelését a kovetkezo
szegmensre. Ebben a megkdzelitésben a kereskeddknek lehetdségiik van arra, hogy megfigyeljék,
hogyan reagdl a technikajuk a kiilonb6z6 piaci fazisokra, €s mennyire robusztus a valtozo piaci
kornyezetekkel szemben. A Walk-forward optimalizaciés modszer hasznalatahoz el6szor sziikség
van egy multbeli adathalmazra és egy tesztelni kivant kereskedési stratégia kivalasztasara. Ezutan
az informacidhalmazt tobb kisebb szegmensre kell bontani, példaul évekre, honapokra vagy
negyedévekre. Minden szegmensnek két kiilonbozd részt kell tartalmaznia, amelyek egy
mintavételen beliili (in-sample) és egy mintavételen kiviili (out-of-sample) részbol allnak. Ezutan
a kereskedési stratégia paramétereit kell optimalizalni a mintan beliili (in-sample) részen. Az
optimalizalasi folyamatot minden egyes szegmensre vonatkozoan el kell végeznie. Majd
hasznaljuk az optimalizalt stratégia paramétereit az out-of-sample részen, és dokumentaljuk a
teljesitményt, majd folytassuk a folyamatot a kovetkez6 szegmensre, és a korabbi out-of-sample
részt hasznaljuk 0j in-sample részként. Végiil pedig értékeljiik az eredményeket.

Ahogy emlitettem az &ltalam vizsgalt periddus tiz évet foglal magaba, vizsgalataimat ismét
kiilonboz6 mennyiségli részvényszammal végeztem, illetve az in sample és out of sample értékeket
is folyamatosan valtoztattam. Amit érdemes tudni, hogy az in-sample és out-of-sample értékek
esetemben napokat jelentenek, vagyis példaul egy 20 érték 20 kereskedelmi napot jelent, ami
tulajdonképpen egy honapra vonatkozod adat. A kisérleteim itt a kovetkezdképpen alakultak,
elészor a piaci kapitalizacio szerinti legjobb elsé 50 részvényt vettem 60 in-sample értékkel és 20,
valamint 60 out-of-sample értékekkel. Ezutan ndveltem a részvényszamot 100-ra az in-sample
értéket 120-ra és az out-of-sample esetében 20 majd 60-ra noveltem. Végiil az utolsé kisérletet

pedig 200 részvényt 240 in-sample értékkel és ismételten 20 majd 60 out-of-sample értékkel. Az
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alabbi 5.1. abran abrazolom a Walk-forward modszert, abrazoltam az altalam hasznalt in-sample

és out-of-sample értékeket a megadott 10 évnyi periodushan.

IN-SAMPLE (60/120/240) OUT-SAMPLE (60/20)
IN-SAMPLE (60/120/240) OUT-SAMPLE (60/20)
IN-SAMPLE (60/120/240) OUT-SAMPLE (60/20)
IN-SAMPLE (60/120/240) OUT-SAMPLE (60/20)
IN-SAMPLE (60/120/240)

OUT-SAMPLE (60/20)

5.1. abra. Walk-forward optimalizalasi modszer

Ezt kdvetden elemeztem a kapot portf6lid6 hozamokat, a Sharpe rata, CAGR (Compound
annual growt rate), Eves kockadzat és Max drawdown metrikékat figyelembe véve, illetve
abrazoltam a “growt of wealth”-et, vagyis portf6lid6 ndvekedését az idészak soran. Tovabbiakban
ezeknek a metrikaknak a bemutatasa kovetkezik.

Sharpe-arany (vagy Sharpe-index vagy modositott Sharpe-arany) (Pav, 2021; Sharpe,
1966; Sharpe, 1994) nevét William Sharpe amerikai kézgazdaszrol kapta. A Sharpe-arany a
befektetés hozama (Rp) és a kockazatmentes hozam (Rf) kozotti kiillonbség osztva a befektetés

szorasaval (op), ahogy az az alabbi (5.1) -es képletben is lathato:

Rp—Rf

Sharpe Arany = (5.1)

Op

Egyszerlibben fogalmazva, a Sharpe-arany korrigalja a teljesitményt a befektetd altal vallalt
tobbletkockazathoz képest. Arra hasznaljak, hogy egy befektetés teljesitményét a kockazat
figyelembevételével mérjék. Minél magasabb az arany, annal nagyobb a befektetés hozama a
vallalt kockdzathoz képest, €s igy anndl jobb a befektetés. Az ardny hasznalhatd egyetlen részvény
vagy befektetés, illetve egy teljes portfolio értékelésére.

A CAGR (Compound Annual Growth Rate, Osszetett éves novekedési rata) (Chan, 2012)
a befektetések atlagos éves ndovekedését méri egy adott idészak alatt. Megmutatja, hogy egy év
alatt atlagosan mekkora volt a befektetések hozama. A CAGR nem egy valddi megtériilési rata,
hanem inkdbb egy reprezentativ szdmadat. Lényegében egy olyan szdm, amely azt irja le, hogy egy
befektetés milyen iitemben ndvekedett volna, ha minden évben ugyanolyan i{itemben novekedett

volna, és a nyereséget minden év végén Ujra befektetik. A valosdgban ez a fajta teljesitmény
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valosziniitlen. A CAGR azonban hasznalhaté a hozamok simitasara, igy azok az alternativ
modszerekhez képest konnyebben értheték. Kiszamitasahoz az iddszak végén 1évd befektetés
értékét el kell osztani az idészak elején 1évo értékével, az igy kapott eredményt 1/évek szdma
hatvanyra kell emelni, ebbdl kivonni egyet és beszorozni szazzal, hogy eredményként egy

szazalékos értéket kapjunk, ahogy ez az alabbi (5.2) képlet alapjan is lathato:

1

cacr = | (XY Z 1)+ 100 (5.2)
- (BV) T '

A képletben EV az id6szak végén 1évo befektetés értéke, BV az iddszak elején 1évo befektetés
értéke, n pedig az évek szamat jelenti.

Eves kockazat (Steiner, 2012) vagy annual volatility egy befektetés vagy portfolio
kockézatanak szamszeriisitésére szolgal, azt jelezve, hogy a befektetés értéke egy adott idészakban
valdszinlileg mennyire ingadozik. Minél magasabb az évesitett volatilitds, annal nagyobb a
befektetés kockazata. Az évesitett volatilitast jellemzden a multbeli hozamadatok alapjan szamitjak

ki, és szazalékban fejezik ki. Az éves volatilitasi képlet (5.3) a kovetkez6:

Eves kockazat = o * \/idc'iszakok szama egy évben (5.3)

A képletben a szords a pénziigyi eszkdz hozamainak szorasat jelenti egy adott idészakban. Az
"id6szakok szdma egy évben" az évenkénti id0szakok szamat jelenti, ami 252. Azért hasznéljuk a
252 négyzetgyokét, mert évente koriilbeliil 252 kereskedési nap van. A képletben azért szerepel az
évenkénti iddszakok szdmanak négyzetgyoke, hogy a hozamok szordsat évesitett értékként
fejezziik ki.

A maximum drawdown (MDD) (Steiner, 2010) a befektetés értékének maximalis
csokkenését méri, amelyet a legalacsonyabb mélypont és a mélypontot megel6z6 legmagasabb
csucs értéke kozotti kiilonbség ad. Az MDD-t hosszll idére szamitjak ki, amikor egy eszkdz vagy
befektetés értéke tobb fellendiilési és visszaesési cikluson ment keresztiil. Az alabbi 5.2. dbra jol

szemlélteti, hogy ez az érték pontosan hogyan is hatdrozhaté meg.
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5.2. abra. Maximum drawdown

(Forras: corporatefinanceinstitute.com 2024)

Vagyis lényegében kiszamitasahoz a portf6lio csucsértékébdl kivonjuk a portfoli6 mélyponti
értékét ¢és az eredményt elosztjuk a portfolid cstucsértékével, ahogy az az alabbi (5.4) képlet is

mutatja.

Portfo6li6 csucsértéke — Portfolio mélyponti értéke

5.4
Portfoli6 csucsértéke 54)

Maimum drawdown =

A befektetdk végsd soron a legjobb eszkdzportfolid birtoklaséara torekednek, amely a legmagasabb
varhatdo hozamot és a legalacsonyabb kapcsolodd kockazatot kinalja. A maximum drawdown
alkalmazasa egy ilyen portfolio felépitéséhez hatékony modja annak, hogy biztositsa a nyereséges
befektetés lehetdségét.

Tovabba ahogy emlitettem “growt of wealth” (Choi et al., 2019) vagyis portfolid
novekedési diagramokat készitettem. A portfolid ndvekedését ugy kovetjiik nyomon, hogy

feltételezziik, hogy pénziinket a felépitett portfoliokba fektetjik. Ha egy egységnyi pénzt
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befektetiink a j eszkdzbe (j=1, 2, ..., p) a (k—1) idészak elején, akkor az az idGszak végére az alabbi
(5.5) képlet alapjan lathat6 moédon novekszik:

a* V=[] (+ny) (5.5)

Tehat amig a CAGR egy évesitett hozamot mutat szdzalékosan, addig a ,,growth of wealth”
folyamatosan mutassa a teljes periddus alatt a portfoli6 novekedést egy kezdeti befektetett
Osszegre. Pld. 1 befektetett dollar a periodus végén a tobb mint 3 dollart ér a Ledoit esetén, ahogy
majd azt a dolgozatom késObbi részében fogjuk latni.

Tehat 0sszességében a vizsgalat sordn kiilonbozo esetekben a Walk-forward optimalizaciot
alkalmaztam, majd kiszamoltam a Sharpe arany, CAGR (Compound annual growt rate), éves
kockazat és Max drawdown metrikakat, abrazolom a ‘“growt of wealth”-et vagyis portfolio
novekedését és ezek alapjan levontam a kovetkeztetéseket. Tovabba amit megemlitenék, hogy az
emlitett metrikak koziil a legfontosabb az éves volatilitds vagyis a kockazat ugyanis ezt probaljuk

minimalizalni.
5.2 Eredmények

Most, hogy ismertettem a modszertant €s érthetd, hogy pontosan mit is vizsgaltam, ratérnék
az eredmények bemutatasara és értelmezésére. Sorrendben haladva elészor az 50 részvény, 60 in-
sample, 20 out-of-sample vizsgalat eredményeivel kezdem.

Ahogy az az alabbi 5.1-es tablazaton is lathato a jLoGO modszer rendelkezik a
legalacsonyabb éves volatilitassal, ami azt jelenti, hogy ez a modszer a legkevésbé ingadozd. A
Hist modszer mutatja a legmagasabb volatilitast. A Ledoit modszer rendelkezik a legmagasabb
Sharpe arannyal, ami azt jelzi, hogy ez a mddszer nyujtja a legjobb kockazat-korrigalt hozamot a
négy koziil. A jLoGo mddszer Sharpe aranya a legalacsonyabb. A Fixed modszer eredményezi a
legkisebb maximalis visszaesést, ami azt jelenti, hogy ez a portf6lid a legkevésbé kockazatos a
nagyobb veszteségek szempontjabol. A Ledoit modszer viszont a legnagyobb visszaesést mutatja.
CAGR-t tekintve a Ledoit modszernek a legmagasabb éves novekedési ratat, mig a jLoGo a

legalacsonyabbat érte el.
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50stock_60in_20out Hist Ledoit jLoGo Fixed
Sharpe ratio 0.728 0.879 0.645 0.685
Max. drawdown -20.825 | -23.327 | -21.965 | -19.949
CAGR 9.902 12.223 8.418 9.130
Annual volatility 14.385 14.276 14.072 14.232

5.1. tablazat 50 részvény, 60 in-sample, 20 out-of-sample

Az alabbi 5.3. abran a portfolid ndovekedését abrazoltam, jol lathatd, hogy a legjobb eredményt a
Ledoit modszerrel sikeriilt elérni, ami meglepd, hogy a masik két modszer a Hist modszerhez

viszonyitva is gyengébben teljesit

Portfolio cumulative returns

Hist
3.0 4 — Ledoit { M
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—— Fixed ' R ALY
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5.3.abra Portfoli6é novekedés - 50 részvény, 60 in-sample, 20 out-of-sample

Osszesitve 50 részvény 60 in-sample, 20 out-of sample kisérlet soran az éves volatilitast tekintve
a JLoGo esetében a legalacsonyabb az érték. Ledoit esetében volt a legjobb a Sharpe arany, a
drawdown a Fixed esetében volt a legalacsonyabb, CAGR-t tekintve pedig a Ledoit modszernek a
legmagasabb éves novekedési rataja.

Ezzel tovabb is 1épnék a kovetkezé kisérletre (5.2. tablazat), ahol a korabbiakhoz képest
annyi valtozott, hogy az out-of-sample értéket 60-ra noveltem. Ebben az esetben is a JLoGo
modszer rendelkezik a legalacsonyabb éves volatilitassal. Tovabba ebben az esetben is a Ledoit
modszer éri el a legmagasabb Sharpe aranyt, ami azt jelenti, hogy ez a médszer nyujtja a legjobb

kockazattal korrigalt hozamot. A JL0oG0 médszer eredményezi a legkisebb maximalis visszaesést,
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ami azt jelenti, hogy ez a portf6lid a legkevésbé kockazatos a nagyobb veszteségek szempontjabol.

CAGR-t tekintve tovabbra is a Ledoit esetében a legmagasabb.

50stock_60in_60out

Hist

Ledoit

jLoGo

Fixed

Sharpe ratio 0.824 0.933 0.892 0.806

Max. drawdown -22.055 | -25.061 | -19.113 | -21.082
CAGR 11.585 13.271 12.443 11.202
Annual volatility 14.590 14.490 14.294 14.473

5.2. tablazat. 50 részvény, 60 in-sample, 60 out-of-sample

Ebben az esetben is abrazoltam (5.4. abra) a portfolio novekedését, ahogy az az alabbi abran
lathat6. Az out-of sample érték novelésével a JLOGO modszer megkdzelitette, illetve van hol

jobban teljesit a Ledoitndl, a Fixed viszont tovabbra is gyengébb a Hist modszernél.
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5.4. abra. Portfolio novekedés - 50 részvény, 60 in-sample, 60 out-of-sample

Osszesitve 50 részvény 60 in-sample, 60 out-of sample kisérlet soran azzal, hogy ndveltiik az out-
of-sample értéket Sharpe és CAGR tekintetében tovabbra is a Ledoit a legjobb, éves kockazat,
illetve maximum drawdown szempontjabol pedig a JLoGo.

A kovetkezOkben a részvények szamat 100-ra noveltem, az in-sample értékét 120-ra és az
out-of-sample értékét 20-ra csokkentettem (5.3. tablazat). Eves kockazat tekintetében tovabbra is

a JLoGo modszer éri el a legjobb eredményeket. Sharpe aranyt tekintve a Ledoit modszer a legjobb,
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ahogy CAGR tekintetében is. Maximum drawdown esetében pedig a jLoGo rendelkezik a legjobb

értékkel.

100stock_120in_20out
Sharpe ratio
Max. drawdown

CAGR
Annual volatility

Hist

Ledoit

jLoGo

Fixed

0.784 0.850 0.779 0.706
-24.447 | -25.755 | -22.206 | -26.200
10.395 11.403 10.213 9.233
13.836 13.828 13.679 13.882

5.3. tablazat. 100 részvény, 120 in-sample, 20 out-of-sample

A portfolié novekedését tekintve (5.5. abra) is jol lathato, hogy a Ledoit teljesit a legjobban, ami

meglepd, hogy ilyen tekintetben a masik két modszer mennyire elmarad a Hist modszert6l, holott

az el6z6 kisérlet soran a JLOGO majdnem azonosan teljesitett, mint a Ledoit.
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5.5. abra. Portfolio novekedés - 100 részvény, 120 in-sample, 20 out-of-sample

2024

Végiil arra a megallapitasra juthatunk, hogy a kisérlet soran a Ledoit modszer érte el a legjobb

Sharpe és CAGR értéket, a max drawdown és az éves kockazat tekintetében pedig a jLoGo a

legjobb.

Ezzel tovabb is 1épnék a kovetkezo kisérletre, ahol annyi valtozott, hogy az out-of-sample

értékét 60-ra ndveltem. Az alabbi 5.4. tdblazat alapjan lathatd, hogy éves kockazat tekintetében

tovabbra is a JLOGO teljesit a legjobban. A Ledoit a Sharpe arany és CAGR tekintetében éri el a
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legjobb eredményeket. Maximum drawdown esetében pedig a JLOGO eredménye szamit a

legjobbnak.

100stock_120in_60out Hist Ledoit jLoGo Fixed
Sharpe ratio 0.706 0.816 0.812 0.637
Max. drawdown -26.716 | -26.583 | -23.758 | -27.299
CAGR 9.344 11.039 10.830 8.292
Annual volatility 14.054 14.053 13.842 14.067

5.4. tablazat. 100 részvény, 120 in-sample, 60 out-of-sample

Az alabbi 5.6. abran ismét a portf6li6 ndvekedés lathatd, érdemes megfigyelni, hogy azzal, hogy
noveltiik a részvények szamat és az in sample értéket a Ledoit és a JIoGo jobban elkiiloniilt és a
Hist és a Fixed lemaradasa meg inkabb egyértelmiibb. Tovabba, hogy az out-of-sample értékének

novelésével a JLoGO modszer javulast tudott elérni.
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5.6. abra. Portfolio névekedés - 100 részvény, 120 in-sample, 60 out-of-sample

Tehat 6sszegezve, a kisérlet alapjan megallapithato, hogy a Sharpe arany és a CAGR-t tekintve a
Ledoit modszer segitségével kaptuk a legjobb eredményt, maximum drawdown és éves kockazat
tekintetében pedig tovabbra is a JLoG0O modszer teljesit a legjobban.

A kovetkez6 kisérletben megemeltem a részvények szamat 200-ra, az in-sample értékét

240-re és az out-of-sample értékének pedig 20-at allitottam be. Megnézve az eredményeket (5.5.
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tablazat) lathato, hogy az eddigiektdl eltéréen ebben az esetben nem a JLoGo hanem a Ledoit érte

el a legjobb eredményt. Sharpe arany tekintetében most a JLoGo a jobb, ahogy a CAGR ¢s Max

drawdown tekintetélben is.

200stock_240in_20out
Sharpe ratio
Max. drawdown

CAGR
Annual volatility

Hist

Ledoit

jLoGo

Fixed

0.665 0.700 0.737 0.587
-27.817 | -28.246 | -27.473 | -28.057
8.659 9.156 9.730 7.566
13.972 13.909 13.910 14.146

5.5. tablazat. 200 részvény, 240 in-sample, 20 out-of-sample

A portfolio novekedését megtekintve (5.7. abra) tovabbra is az lathato, hogy a Ledoit és a JLoGo

modszer k6zotti kiillonbség minimalis a Fixed pedig még a Hist modszert6l is el van maradva.
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5.7. abra. Portfolio novekedés - 200 részvény, 240 in-sample, 20 out-of-sample

Osszefoglalva ebben a kisérletben, a Ledoit és a JLOGO modszer Sharpe ardny és CAGR
tekintetében nagyon hasonlé eredményeket ér el, a JLoGO viszont minimalisan jobb. Max
drawdown esetében a JLOGO és éves kockazat tekintetében a Ledoit ért el jobb eredményt.

Végiil pedig az utolso kisérletben az out-of-sample értékének 60-at allitottam be, ebben az
esetben (5.6. tablazat) éves kockazatot tekintve a JLOGO érte el a legjobb eredményt. Sharpe aranyt
tekintve is a JLoGo a legjobb, ami azt jelenti, hogy ez a modszer nyujtja a legjobb kockazattal
korrigalt hozamot, tehat a JLoGo ebben az esetben minimalisan jobb értéket ért el, mint a Ledoit.
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A CAGR esetében is ugyanez a figyelheté meg, vagyis a JLOGO eredménye jobb a Ledoit

eredményénél. Max drawdown tekintetében meglepetésre a Hist modszer lett a legjobb.

200stock_240in_60out

Hist

Ledoit

jLoGo

Fixed

Sharpe ratio 0.584 0.647 0.693 0.536
Max. drawdown -26.569 | -27.018 | -27.408 | -26.801
CAGR 7.521 8.469 9.133 6.894
Annual volatility 14.130 14.100 14.053 14.364

5.6. tablazat. 200 részvény, 240 in-sample, 60 out-of-sample

A portfolid névekedés diagrammot megtekintve (5.8. abra) lathato, hogy A Ledoit és JLoGo
portfoliok nytjtottak a legjobb eredményt, megerdsitve a korabbi elemzések eredményeit, amelyek

magas Sharpe aranyt és CAGR-t mutattak.
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5.8. abra. Portfolio novekedés - 200 részvény, 240 in-sample, 60 out-of-sample

Osszefoglalva lathato, hogy ebben a kisérletben a JLOGO jobb eredményeket tudott nydjtani, mint
a Ledoit, viszont a kiilonbségek nem annyira jelentésok.

Az alabbi 5.7. tablazatban Gsszesitettem a kisérleteket, minden kisérletnél, minden metrikat
vizsgalva az els6 és a masodik legjobb modszer tartalmazza a tablazat, ez alapjan megéllapithato,

hogy éves kockazat szempontjabol egyértelmiien a JLOGO modszer éri el a legjobb eredményt, ha
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a Sharpe aranyt nézziik akkor a Ledoit modszer a legjobb, max drawdown szempontb6l a JLoGo

modszer tekinthet6 a legjobbnak, CAGR tekintetében a Ledoit modszer teljesit a legjobban.

Sharpe Ratio Max. Drawdown CAGR Annual Volatility
1 2 1 2 1 ) 1 2
50stock_60in_20out
50stock_60in_60out | Ledoit (13.271) | Jlogo (12.443)
100stock_120in_200ut JLogo (13.629) | Ledoit (13.828)
S g e LT 014 Ledoit (0.816) | Jlogo (0.812) | Jlogo (-23.758) Ledoit (11.039) [ Jlogo (10.830) | JLogo (13.842) | Ledoit (14.053)
P OVS G PGP LT Jlogo (0.737) | Ledoit (0.700) | Jlogo (-27.473) Jlogo (9.730) | Ledoit (9.156) | Ledoit (13.909) | JLogo (13.910)
P LS TSP L DT Jlogo (0.693) | Ledoit (0.647) Jlogo (9.133) | Ledoit (8.469) | JLogo (14.053) | Ledoit (14.100)

[[Jredoit [ Juozo [[Hist  [IlFixed

Stratégia

5.7.tablazat. Osszesitett eredmények
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6. Kovetkeztetések

A dolgozatom elkészitése soran latva a Hist modszer teljesitményét meg inkabb
egyértelmiivé valt szamomra, hogy mennyire fontos a megfelelé kovarianciamatrix becsléo modszer
alkalmazasa. Az altalam vizsgalt modszerek ugye a Hist, Ledoit, JLoGo és a Fixed voltak.

Random generalt adatokon alkalmazva, ahol ismert volt az eredeti matrix a Ledoit modszer
minden tekintetben a legjobb volt. A kisérlet soran, ahol az S&P 500 részvényei koziil random
valasztottam kiilonb6z6 mennyiségli részvényt ¢€s kiilonboz6 iddszakokon becsiiltem a
kovarianciamatrixot a min_var_loss tekintetében a Fixed érte el a legjobb eredményt, a MAE
metrikat vizsgalva pedig a Ledoit, ennél viszont fontos megemliteni, hogy az eredmények lehet
nem a legpontosabbak, mivel ebben az esetben az eredeti matrix csak feltételezett.

A moddszereket a legkisebb szorastt modell portfolid optimalizalas soran alkalmazva arra
jutottam, hogy min_var_loss tekintetében az els6 kisérletem nyujtott valdos eredmény ugyanis a
Ledoit modszer jonak bizonyult és a Fixed sokszor még a Hist modszernél is gyengébb
eredményeket produkalt. Erdemes megemliteni a JLoGo médszert is ugyanis éves kockazat és max
drawdown tekintetében a legjobb és ahogy a kisérlet paraméterei novekedtek a teljesitménye is
javult. Sharpe arany és CAGR tekintetében egyértelmiien a Ledoit a jobb.

Mindezek tudataban az altalam végzet kutatas soran lathato a Hist modszer egyértelmi
gyengesége ¢€s a kovarianciamatrix becsldé moddszerek sziikségessége. Az altalam vizsgalt
modszerek koziil az eredmények alapjan szamomra a Ledoit médszer tiinik a legjobbnak, a JLoGo
is jo eredményeket ért el, viszont a Ledoit modszer, ami barmilyen paramétert6l fliggetleniil mindig
képes a legjobb eredményt nytjtani, vagy ha nem is a legjobbat, de olyan eredményt, ami teljesen

idealis, vagyis jobban illeszkedik a koriilményekhez és stabil eredményt nyujt.
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